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第 1回イントロダクション

微分積分学の基本定理: 幾何学的な視点から

2015年 4月 12日

概要

微分積分学の基本定理の発見によって, 原始関数をみつけさえすれば積分が引き算によって計算できた.

性質の良い関数については, この “原始関数の存在”は関数の定義領域の幾何学的な形状に大きな影響を受

ける. 関数という解析学的な対象と領域の形という幾何学的な話題が織りなす面白さを, 高校で習った物理

学を振り返りつつ味わう.
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本発表をするにあたって多くの方から助言をいただきました. ありがとうございました.

組版は AMS-LATEX2εを用い, 図版や図式は TikZで書きました. この文書は次からダウンロードすること

ができます: http://mone.at-ninja.jp.

1 微分積分学の基本定理

高等学校では関数の積分を微分の逆操作として習う. これは十分性質の良い条件で成り立つ定理である. 具

体的には次のように述べられるのであった.

事実 1.1 (微分積分学の基本定理)

連続な関数 f について, 微分が f と一致するような関数 (f の原始関数)F が存在すれば,

∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

http://mone.at-ninja.jp


1 微分積分学の基本定理 微分積分学の基本定理

が成り立つ.

この定理のおかげで, 様々な情報を我々は得ることができた. 本節ではこのことについて振り返ってみよう.

力学への応用

Newtonの力学を思い出そう. Newtonは “質点の運動は, 質点にかかる力を数え上げ, 運動方程式を解くこ

とによって予言できる” ということを唱えた. これによって質点の力学は “力の数え上げ”と “運動方程式を解

く” の 2つのステップによって達成されることになる. 例を見てみよう.

例 1.2

時刻 t = 0において x = 0の地点で静止していた重さm kgの質点を考えよう. 時刻 tにおける質点の位置を

x(t) mとする. いま, 時刻が正になった瞬間から xの正の方向に大きさ f(x(t)) Nの力を受けたとすると,

m
d2x

dt2
(t) = f(x(t))

が成り立つと主張するのが Newtonの運動方程式である.

x0 x(t)

f(x(t))

図 1 時刻 tにおける質点の様子

この微分方程式は一般に解けるかどうかがすぐに分からなく, 解けることがわかっても解の特定は易しくな

い. しかし, ポテンシャルと呼ばれるある関数 F (x)が存在して f(x(t)) = dF/dx(x(t))が成り立ったとき, 上

の式の両辺に速度 v(t) := dx/dt(t)をかけることで

m
d2x

dt2
(t)

dx

dt
(t) =

dF

dx
(x)

dx

dt
(t)

を得る. ここで,

(左辺) = m
dv

dt
(t)v(t) =

d

dt

(
1

2
mv(t)2

)
(右辺) =

d

dt

(
F (x(t))

)
と書き換えられることから, 右辺を左辺に移項することにより

d

dt

(
1

2
mv(t)2 − F (x(t))

)
= 0

を得る. ゆえに, 微分積分学の基本定理を考えれば, 両辺を t で a から b まで積分することによって, エネル

ギー保存則 (
1

2
mv(b)2 − F (x(b))

)
−
(
1

2
mv(a)2 − F (x(a))

)
= 0

を得る.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理

以上の議論ができるような力 f(x, t)を保存力と呼んだのであった*1. 以下では, どのようなときに力は保存

力であると考えられるのかについて考察したい. いきなりその議論を始めるのも良いのだが, 後の議論のため

に線積分という概念を先に導入しよう.

2 線積分への拡張

先程までは関数を区間に沿って積分していたが, ここでは “ベクトル場”を曲線に沿って “線積分”すること

を考えたい. まず, ベクトル場という概念を導入し, 線積分の定義を見てゆきたい. 簡単のため, 以下ではベク

トル場や曲線は平面上のもののみを考える.

2.1 ベクトル場とその線積分

天気予報図を思い浮かべよう. 天気予報図には, 平面上の各点にベクトルが描かれている. 平面上の各点に

ベクトルを対応させるものをベクトル場という. 関数とは, 数を受け取って数を返すものであった. この言い

方で言えば, ベクトル場とは, 点を受け取ってベクトルを返すものと言える*2. 点 (x, y)に対応するベクトルの

ことを (f(x, y), g(x, y))というふうに書く. ここで各成分の f(x, y)と g(x, y)は xと y に関する 2変数関数

である. 本発表においてベクトル場と言ったとき, 各成分の関数は微分可能性について十分良い性質を持つと

仮定する.

関数数 数

図 2 関数のイメージ図

ベクトル場点 ベクトル

図 3 ベクトル場のイメージ図

例を見てみよう.

例 2.1

点 (x, y)に対してベクトル (x, y)を返すものはベクトル場である. 一般に, f(x, y)や g(x, y)が多項式であれ

ば, 点 (x, y)にベクトル (f(x, y), g(x, y))を対応させるものはベクトル場である.

例 2.2 (勾配ベクトル場)

2変数関数 F (x, y)を考える*3. このとき, F の勾配ベクトル場と呼ばれるベクトル場を

grad F (x, y) :=

(
∂F

∂x
(x, y),

∂F

∂y
(x, y)

)
によって定義する. ここで ∂F/∂xと ∂F/∂y は偏微分という操作をする記号で,

∂F/∂x := y を定数だと思って, F を xで微分したもの

∂F/∂y := xを定数だと思って, F を y で微分したもの

*1 すなわち, ある関数 F (x)が存在して f(x(t)) = dF/dx(x(t))が成り立つような力 f(x(t))を保存力と呼ぶのである.
*2 数学ではこのような口調を用いて概念の定式化を行うことが多い. 新入生ゼミの “集合・位相”では始めにこのようなことをじっ
くり学ぶ.

*3 以降, 2変数関数 F (x, y)は微分可能性について十分良い性質を持っていると仮定する.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理 2.1. ベクトル場とその線積分

だと思えば良い. たとえば, F (x, y) = xy のときは ∂F/∂x = y, ∂F/∂y = x であるので, 勾配ベクトル場は

(x, y)に (y, x)を対応させるものであることが分かる.

1変数関数において微分係数というものは関数の増加する具合を測っていた. 2変数関数については勾配ベ

クトル場がこの役割を担っている. 一般に, 2変数関数 F (x, y)は点 (a, b)において, その点における勾配ベク

トル grad F (a, b)の方向に最も値が増加することが知られている*4.

他にも, 平面上の質点の運動を考えた際に質点が受ける力もベクトル場として記述されるであろう*5. 直線

上の力学においてはエネルギーの議論が有用であったから, 平面上でも同じことをしようと自然に考えられる.

直線上の質点に力 F (x, t)がかかっていたとき, 時刻 t = aから t = bまでになす仕事を∫ b

a

F (x, t)v(t)dt

によって定義したのであった. 平面の場合では, はたらく力がベクトル (f(x, y), g(x, y))であり, 速度もベク

トル (v1(t), v2(t))を用いて表されるから, 仕事は∫ b

a

(
f(x, y)v1(t) + g(x, y)v2(t)

)
dt

によって定義されるべきであろう. この積分をベクトル場 (f(x, y), g(x, y))の質点の運動に沿った線積分と呼

ぶ. 定義の形にまとめておこう.

定義 2.3 (線積分)

平面上のベクトル場 (f(x, y), g(x, y))と, a以上 b以下の実数を動くパラメータ tで記述できるような, なめ

らかなa 平面上の曲線 C : (x(t), y(t))に対して, 積分∫
C

f(x, y)dx+ g(x, y)dy :=

∫ b

a

(
f(x(t), y(t))

dx

dt
(t) + g(x(t), y(t))

dy

dt
(t)

)
dt

をベクトル場 (f(x, y), g(x, y))の曲線 C に沿った線積分という.

a 曲線がなめらかであるということは, 直感的には尖ったり速度が 0になったりしないということだと思っていただきたい.

例 2.4

ベクトル場として f(x, y) = −y, g(x, y) = xなるものを考える. これを円周 S1 に沿って (0以上 2π 以下を動

くパラメータ tを用いて x(t) = cos t, y(t) = sin tと表される曲線に沿って) 線積分をすると,∫
S1

−y dx+ x dy =

∫ 2π

0

(
(− sin t) · (− sin t) + cos t · cos t

)
dt =

∫ 2π

0

1 dt = 2π

となる.

定理 2.5 (線積分における微分積分学の基本定理)

ベクトル場 (f(x, y), g(x, y)) に対して, ある 2 変数関数 F (x, y) が存在し, (f(x, y), g(x, y)) = grad F (x, y)

を満たすならば, 任意の曲線 C : (x(t), y(t)) (a ≤ t ≤ b)に対して∫
C

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = F (x(b), y(b))− F (x(a), y(a))

*4 ベクトル解析の教科書を見られたい. たとえば, 無料で入手できるものとして [2]の 2.4節などが見やすい.
*5 勿論, すべてが微分可能性に関する良い条件を持つわけではない.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理 2.2. ベクトル場の完全性

が成り立つ.

証明) 定義から∫
C

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ b

a

(
f(x(t), y(t))

dx

dt
(t) + g(x(t), y(t))

dy

dt
(t)

)
dt

=

∫ b

a

(
∂F

∂x
(x, y)

dx

dt
(t) +

∂F

∂y
(x, y)

dy

dt
(t)

)
dt

=

∫ b

a

d

dt
F (x(t), y(t))dt = F (x(b), y(b))− F (x(a), y(a))

と計算できる. ここで, 3つ目の等式は合成関数の微分法の 2変数版であり, 証明は容易であるのでここでは省

略する. 最後の等式は通常の微分積分学の基本定理である. □

この定理により, 線積分の計算は上のような関数 F を見つけられれば即座に計算できることがわかった. 1

変数のときに原始関数と呼んでいたように, このような関数 F (x, y)にもスカラーポテンシャルという名前を

つけておこう*6. また, スカラーポテンシャルが存在するようなベクトル場を完全なベクトル場と呼ぶことに

しよう.

2.2 ベクトル場の完全性

微分積分学の基本定理から次の疑問が自然と湧く.

問題 2.6 (ベクトル場の完全性)

ベクトル場 (f(x, y), g(x, y))は完全か. 完全でないとすれば, それはどのようなときか.

この問題について考察したい. これはスカラーポテンシャルの存在についての問題であるが, 存在条件をい

きなり考えるのは難しいから, 存在するとして何が成り立つかを考えよう. 完全なベクトル場 (f(x, y), g(x, y))

を, 点 (a1, a2)と点 (b1, b2)をつなぐ曲線の上で線積分することを考える. 微分積分学の基本定理より, 始点と

終点が同じ曲線については線積分の値が変わらないはずである. これにより, 図 4にあるような 2つの積分路

による線積分を考えれば, それらの積分結果は一致するはずだから∫
C1

f(x, y)dx+g(x, y)dy+

∫
C2

f(x, y)dx+g(x, y)dy =

∫
C3

f(x, y)dx+g(x, y)dy+

∫
C4

f(x, y)dx+g(x, y)dy

が成り立つ. しかし, たとえば左辺第 1 項について, 曲線 C1 のパラメータ表示を (x1(t), y1(t)) とすれば,

x1(t) = t, y1(t) = a2 であることより,∫
C1

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ b1

a1

(f(t, a2) · 1 + g(t, a2) · 0)dt =
∫ b1

a1

f(t, a2)dt =

∫ b1

a1

f(x, a2)dx

となるから, 先の式は∫ b1

a1

f(x, a2)dx+

∫ b2

a2

g(b1, y)dy =

∫ b2

a2

g(a1, y)dy +

∫ b1

a1

f(x, b2)dx

*6 この用語は [10]のものを用いた.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理 2.2. ベクトル場の完全性

y

x

C1

C2C3

C4

a1 b1

a2

b2

積分路その 2

積分路その 1

図 4 積分路

と書き換えられる. これを式変形すると,

0 =

(∫ b1

a1

f(x, a2)dx+

∫ b2

a2

g(b1, y)dy

)
−

(∫ b2

a2

g(a1, y)dy +

∫ b1

a1

f(x, b2)dx

)

=

∫ b2

a2

(g(b1, y)− g(a1, y)) dy −
∫ b1

a1

(f(x, b2)− f(x, a2)) dx

=

∫ b2

a2

∫ b1

a1

∂g

∂x
(x, y)dxdy −

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂f

∂y
(x, y)dydx

=

∫ b2

a2

∫ b1

a1

∂g

∂x
(x, y)dxdy −

∫ b2

a2

∫ b1

a1

∂f

∂y
(x, y)dxdy

=

∫ b2

a2

∫ b1

a1

(
∂g

∂x
(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)
dxdy

を得る.

積分の始点と終点が任意であったことを考えれば, ベクトル場が完全であると, 任意の点 (x, y)で

∂g

∂x
(x, y)− ∂f

∂y
(x, y) = 0 (∗)

が成り立つことが予想されるが, これは正しい. 実際,

∂

∂x

(
∂F

∂y
(x, y)

)
− ∂

∂y

(
∂F

∂x
(x, y)

)
=

∂2F

∂x∂y
(x, y)− ∂2F

∂y∂x
(x, y) = 0

と計算される. 条件 (∗)をみたすベクトル場 (f(x, y), g(x, y))を閉ベクトル場と呼ぶことにしよう. 今示した

ことは, ベクトル場が完全であるならば閉であるということであるが, 実は逆も成り立つ*7.

命題 2.7 (Poincaréの補題)

平面上の閉ベクトル場 (f(x, y), g(x, y))に対して,

F (x, y) :=

∫ x

0

f(s, 0)ds+

∫ y

0

g(x, t)dt

はスカラーポテンシャルとなっている. ゆえに, 平面上の閉ベクトル場は完全である.

*7 この逆の主張は, 一般に “Poincaréの補題”と呼ばれる定理の特別な場合である.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理 2.3. 一般の領域の場合

証明) 計算をすれば,

∂F

∂x
(x, y) = f(x, 0) +

∫ y

0

∂g

∂x
(x, t)dt

= f(x, 0) +

∫ y

0

∂f

∂y
(x, t)dt = f(x, 0) + f(x, y)− f(x, 0) = f(x, y)

となる. 同様に ∂F/∂y(x, y) = g(x, y) も確かめられるので (f(x, y), g(x, y)) = grad F (x, y)を得る. □

例 2.8 (電位)

電磁気学を思い出そう (ここでは概略のみを述べるので, 詳しくは [5]などを見られたい.). 電磁気学では, 点

電荷のおよぼす力を電場という形で記述することに意味があった. ここで定義される電場 E(x, y)というベク

トル場は物理学的な要請により閉である. ゆえに, スカラーポテンシャルと呼ばれる関数 V (x, y)が存在して

E(x, y) = −grad V (x, y)

が成り立つと考えられる. この V (x, y)を我々は電位と呼んでいたのであった.

2.3 一般の領域の場合

上では “平面上で定義された”ベクトル場について議論されていたが, 平面内のある領域上で定義されたベ

クトル場についてはどうであろうか. すなわち, 次の問題を考えるのである.

問題 2.9

命題 2.7はベクトル場の定義域が平面全体でない場合も成り立つか.

実は答えは Noである. 反例は次のようなものがある.

例 2.10

平面から原点を除いた領域を Dとする. D 上の滑らかなベクトル場(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
を考える. これは閉である. 実際に,

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
− ∂

∂y

(
−y

x2 + y2

)
=

1 · (x2 + y2)− x(2x)

(x2 + y2)2
+

1 · (x2 + y2)− y(2y)

(x2 + y2)2
= 0

と確認できる. このベクトル場を円周に沿って積分をしてみると,∫
S1

−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy =

∫
S1

−y dx+ x dy = 2π

となる*8. もし, このベクトル場が完全であるとすれば, 微分積分学の基本定理より積分値は 0となるはずなの

で, このベクトル場は完全ではない.

*8 円周上の積分であるので x2 + y2 = 1が成り立つことに注意されたい. 後半の計算は例 2.4のものである.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理 2.4. de Rham理論

x

y

図 5 閉であるが完全でないベクトル場

この例では, ベクトル場の定義域に “穴”が空いていた. この定義域の “穴”があると, 今までの議論が使え

ないことは明らかである*9. このことにより, ポテンシャルの存在はベクトル場が定義される空間の幾何学的

な状況に左右されることが予想される. 実際, 命題 2.7の証明をよく見なおせば, (少し改善が必要ではあるが,)

“穴”の空いていない領域に対しては命題 2.7が成り立つことがわかるので, 対偶を取ることにより次を得る.

定理 2.11

閉であるが完全でないベクトル場が定義できる領域には “穴”が開いている.

2.4 de Rham理論

先程見たように, “閉であるが完全でないベクトル場”は領域の “穴”を検出していた. このような “領域の

穴”といった情報を幾何学では位相 (トポロジー)という. 位相とは図形のつながり具合を表す数学的概念であ

り, 図形の位相を研究する分野を位相幾何学という*10. この言葉を用いれば, 先の結果は次のよう述べられる.

閉であるが完全でないベクトル場は定義域のトポロジーを反映している.

このことを円周 S1 について掘り下げてみよう.

命題 2.12

円周上で定義される任意のベクトル場 (f(x, y), g(x, y))は, ある実数 cとある関数 F (x, y)を用いて

(f(x, y), g(x, y)) = grad F (x, y) + c

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
と表される.

証明) ベクトル場 (f(x, y), g(x, y))を円周に沿って線積分し, その値を 2π で割ったものを cとおく. ベクト

ル場 (f(x, y), g(x, y))を円周に沿って線積分する際, 極座標に座標変換すると∫ 2π

0

φ(θ)dθ

という形に書きなおすことができる. この φ(θ)を用いて,

F (x, y) :=

∫ θ

0

(φ(t)− c)dt

*9 そもそも命題 2.7 における F (x, y)の定義ができない.
*10 位相の言葉は現代数学において (分野を問わず) 重要な記述言語である. 位相幾何学まではいかないと思うが, “集合・位相ゼミ”

では, 後半から位相の言葉を勉強する.
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2 線積分への拡張 微分積分学の基本定理 2.4. de Rham理論

と定める. ただし, ここでの θ は円周上の点 (x, y)と x軸とのなす角である. このようなものが主張を満たす

ことは計算によって分かる. □

系 2.13

円周 S1 において “閉であるが完全でないベクトル場”は(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
という形のベクトル場のスカラー倍に尽きる.

この系は

円周 S1 が “穴”を 1つ持っている

ということを表している. 類似の主張は球面 S2 についても成り立つ. そのときに球面のトポロジーを反映す

るようなベクトル場は (
z

(x2 + y2 + z2)3/2
,

x

(x2 + y2 + z2)3/2
,

y

(x2 + y2 + z2)3/2

)
によって与えられる. この調子で n次元の球面という, より一般的な図形を考えても, 以上の議論は上手く行

くことが知られている*11. たとえば, ベクトル場を調べることによって球面と浮き輪の (トポロジカルな)違

いを認識することができるであろう. これは一見すると何ら驚くべきことではない気がするが, 実は驚くべき

ことである. ベクトル場を調べることは地球上にいてもできることである (たとえば, 風の流れを調べること

だと考えれば身近なことである.). しかし, 地球がどのような形をしているのかということは, 歴史が証明して

きたように, 地球にいて知ることは難しい.

̸≈

図 6 球面と浮き輪

位相幾何学では領域の位相の情報を持った “位相不変量”というものを研究する. これは数であったり, 代数

学で馴染みの深い “群”であったりする. 実は, 今までの話は de Rhamコホモロジー群という “群”を考察し

ていた (de Rhamコホモロジー群に関して考察した理論を de Rham理論という.). 実際に, 円周の “閉である

が完全でないベクトル場”の全体は系 2.13から実数全体の集合である Rと 1対 1対応する. Rは代数学で身
近な群である*12.

*11 もっと一般に, n次元の可微分多様体と呼ばれる図形に対してこの理論は成り立つ.
*12 このように, 本質的な情報というものは隠れているが, 実は単純なものであることが多い. たとえば, 指数関数の掛け算というもの
は難しいことをやっているようで, 実際には足し算をしているだけである. “代数ゼミ” では, 演算に関するこのような情報を統一
的に見る方法を学ぶ. そのなかでも “群”は始めに勉強するものの 1つである.
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3 写像度 微分積分学の基本定理

de Rham コホモロジー群は微分形式という概念で記述されている*13. 興味がある方は, 例えば [3] などが

とっつきやすいのでおすすめしておく*14.

3 写像度

最後に, 前節で行った円周上のベクトル場に関する考察の応用として代数学の基本定理を証明する. 円周上

で定義されるベクトル場 (f(x, y), g(x, y))で, 各点でのベクトルの大きさが 1であるようなものを考える. こ

のベクトル場は, Proposition 2.12からある実数 cとある関数 F (x, y)を用いて

(f(x, y), g(x, y)) = grad F (x, y) +
c

2π

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
と表せる. このベクトル場を円周に沿って線積分すると grad F (x, y)の部分は消えるので積分値は cとなる.

この実数 cをベクトル場 (f(x, y), g(x, y))の写像度という.

命題 3.1

上で定義した写像度は well-definedであり*15, 値は整数値をとる.

説明) この命題の証明をするためにはいくらか準備が必要なのでここでは概略のみ述べる. 概略自体は感覚

的に受け入れやすいかと思う. まず, ベクトル場 1/2π(−y/(x2 + y2), x/(x2 + y2))の写像度は定義から 1で

ある. 次に, 円周上の長さ 1のベクトル場というものは, 各点に対応する長さ 1のベクトルを円周上の点だと

思うことで円周の点に円周の点を対応させるものだとみなすことができる. このとき, 写像度というものはこ

の円周の “変換”が円周を何回巻きつけたものなのかを測っている量だと考えられる*16. 最後に, この “何回

巻きつけたか”という量はベクトル場を連続的に少しいじっても変化しないことから, well-definedな整数値

を取ることが分かる. □

さて, 以上の準備を下に代数学の基本定理を証明しよう. 代数学の基本定理は様々な証明方法が知られてい

る. 人類は代数方程式を解くために数の概念を拡張してきたが, 代数学の基本定理はこれが複素数で十分に達

成されることを主張する. このような代数学の定理が幾何学的考察から証明されることは面白いと思う.

以下では複素数との関連をつけるため, 円周を複素平面における大きさ 1の複素数のあつまりとみなす. こ

の見方を用いれば, 円周上の長さ 1のベクトル場は複素数の関数だと考えられる.

定理 3.2 (代数学の基本定理)

複素数を係数に持つ定数でない多項式

f(z) := anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0

は必ず複素数の根を持つ.

*13 ベクトル場が “完全である”, “閉である” といった用語は微分形式の言葉を私が勝手に用いたものである. おそらく, ベクトル場
に対して一般的に用いられている用語ではない. 本発表はすべてベクトル場の言葉で記述されているが, 本来は微分形式の言葉で
記述されるべきものである.

*14 この本は de Rham理論について具体的に言及していないが, 微分形式の具体的な計算方法について丁寧な解説をしている. 去年,

私は新入生ゼミ (解析)のチューターをしていたが, 秋ごろから [3]にテキストを変えた. 一緒に読んでくれた現 2年生の方々から
も好評である.

*15 先の写像度の定義では, ベクトル場に対して cが一意的に定まることを示していない. よって, そのことを示さなければならない.

“well-definedであることを示す” とは概ねこのようなことを言っている.
*16 ベクトル場 1/2π(−y/(x2 + y2), x/(x2 + y2))の円周に沿った線積分は 1/2π

∫ 2π
0 dθ であったことを思い出されたい.
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証明) 背理法で示す. どのような複素数 z を用いても f(z) = 0とは成り得ないと仮定する. f(z) = 0の解が

存在するか否かを考えるので f(z)の最高次の係数である an は 1であると仮定して良い. 0 < t ≤ 1なる実数

tに対して

φt(z) :=
f((1− t)z/t)

|f((1− t)z/t)|

という複素関数を考える. この関数は

φt(z) =
f((1− t)z/t)

|f((1− t)z/t)|
=

tnf((1− t)z/t)

|tnf((1− t)z/t)|
=

(1− t)nzn + an−1(1− t)n−1zn−1t+ · · ·+ a0t
n

|(1− t)nzn + an−1(1− t)n−1zn−1t+ · · ·+ a0tn|

と書き換えられるので, t = 0 についても定義ができる. 定義式から明らかなように, φt(z) は t と z につ

いて連続である*17. また, φ0(z) と φ1(z) は円周上のベクトル場と同一視することができ, それらは φt(z)

が 0 ≤ t ≤ 1 を動くことによって連続変形で移り合っているから同じ写像度を持つ. しかし, φ0(z) = z,

φ1(z) = zn であることから前者は写像度が 1で後者は nであり, これは n > 1であったことと矛盾する. □
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本発表のネタは 2 年生のときから続けている多様体ゼミから興味を持って勉強をしている内容である*18.

[1]と [4]は大変参考になった. 3節の内容については [8]と [9]が参考になった. 本稿において引用した結果や

用語は主に [10]による.

最後に, 本発表との関連は薄いが, ベクトル場とトポロジーとの関わり (ないしは位相幾何学という分野自

体)について興味を持たれた方には [6]と [7]という素晴らしい解説があるので一読をおすすめしたい.

*17 ここでの “連続”は高等学校で習った関数の連続性と同じようなものだと思っていただきたい.
*18 主に都数の 2, 3年生で集まって自主的に開催している. 幾何学を専攻とする先輩にゼミの仕方から熱心にご指導いただいた.
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